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Développement limité
1. Définition

1. Développement limité en 0

Définition :
On dit qu'une fonction f admet un développement limité en 0 a l'ordre n (noté DL (0)) s'il existe

n+l réels a,,...,a,, unefonction ¢ : D,—> R telle que lim =0 et VxED,, f(x)=ay+ax+...+a,x"+x"e(x)
. .

Remarque :

Si f estde classe " sur un voisinage de 0, la formule de Taylor-Young donne un DL (0) de f.

Proposition :
‘ Si f admet un DL, (0), celui-ci est unique, c'est-a-dire que les réels a,,,...,a, sont uniques.

Preuve :
Supposons que Vx€D,, f(x)=ay+...+a,x"+x"e (x)=by+...+b, x"+x"e(x) avec (a,...,a,)#(b,,...,b,)
On note p le plus petit entier tel que a,#b ,, etdonc V k<p, a,=b,
Donc Vx€D,, a,x"+...4+a,x"+x"e (x)=b, x"+..+b, x"+x"¢,(x)

e a,ta, x+..+a,x""+x" e (x)=b,+b,, x+.. . +bx""+x""e (x)
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Par passage a la limite en 0, on obtient a,=b, : contredit I'nypothese de départ, donc (a,...,a,)=(by.,...,b,).

Définition :
‘ Si f admet un DL (0), la partie polyndme a,+...+a, x" s'appelle la partie réguliere du DL, souvent notée DL (0).
Propriété : principe de troncature :

Si f admetun DL,(0) : Vx€D,, f(x)=a,+...+a,x"+o(x"), alors V p<n, p€N, f admetun DL (0)
quiest f(x)=a,+...+a,x"+o(x").

Proposition :

‘ Si f est paire (resp. impaire) et admet un DL, (0), alors celui-ci ne contient que des puissances paires (resp. impaires).

Preuve (cas pair) :
Vx€D,, —x€D,, f(x)=ayjta,x+..+ta,x"+o(x")et f(-x)=a,—a,x+...+(-1)"a,x"+o(x")

a,=a, a,=0
Or, f(x)f(—x) donc par unicité du développement limité, | 4 =—q, = {4,=0
r.2. Développements limités usuels
2 n 3 5 x2n+l
r— RS TR, - n : -t n 2n+2
e 1+1'+2,+ +n’+o(x) sin(x)=x 3'+5|+ +(—1) (2n+1)!+o(x )
1 _1 2 n n _1 x2 x4 1 n x2” 2n+1
[Tttt +o(x") cos(x)= EETRTR (—1) (2n)'+ (x™)
1 x3 xS x2n+l
—1_ 2 1\t Ln n _ rar 2n+2
1+x_1 x+x 4. +(=1)x"+o(x") sh(x)=x+ 3!+5! —(2n+1)!+0(x )
2 4 2n
(1+x)“:1+o<x+Mx2+...+a((x D...{a n+1)+o(x") ch(x)=1+2+2 4+ X _1o(*)
2 nl 20 4 (2n)!
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En particulier : V1+x:1+§—%+%+o(x3) et m=1—§+§x2—Ex3+o(x3)
3
X 2 5 17 7 8 1 3 2 5 17 7 8
tan(x)=x+ o+ —x"+——x'+ th(x)=x—=xX+-—x"———x"+
an(x)=x 3t 15 T35 o(x°) (x)=x 3X s T35 o(x")
3 n n
ln(l—x)——x—%—%— —%+o(x") In(1+x) =32+ A (1)~ o(2)
3 xS 2n+1 3 5 x2n+1
arctan(x):x—?+?+...+(—1)"2n+1+0( 22 argth(x):x+§+?+ +o ol 2y
1x' 1x3x° 1x* 1x3x°
arcsin(x):x+5%+m%+o(x5) argsh(x):x—5%+m%+o(x5)

1.3. Développement limité d'ordre n en x,

Principe :
Onpose x=x,+h < h=x—x, = 0 f(x)=f(x,+h)
Si h— f(x,+h) admet un développement limité a l'ordre n en 0, f(x,+h)=a,+a, h+...+a, h"+o(h")
Alors f admet un développement limité a I'ordre n en x,, quiest f(x)=a,+(x—x,)a,+...+(x—x,) a,+o((x—x,)")

—x
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Remarque :

Si f estdeclasse " sur I, alors V x,€I, f admet une développement limité d'ordre n en x, donné par la formule

n f(k)<x0)
de Taylor-Young : f (x)ZZ X
k=0 :

(x_xo)k+0((x_xo)n)

X=X,

1.4. Développement limité d'ordre n en oo

Principe :
1 1
Onpose x=— & h=——=0 f(x)=f &
h X X h
Si hi—f % admet un développement limité a 1'ordre n en 0, f(—}ll):a0+...+ a,h"+o(h")

a a
Alors f admet un développement limité d'ordre n en c qui est f(x)= ao+;1 +...+—Z+ 0

X X—00
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1.5. Dérivabilité d'un développement limité

Proposition :
1. Six,€D,, fadmetun DLy(x,) < f estcontinueen x,et f (x,)=a,
2. Six,€D\D,, fadmetun DL(x,) < f estprolongeable par continuité en x, en posant f(x,)=a,.
3. Six,€D,, fadmetun DL (x,) < f estdérivableen x,et f'(x,)=a,.

Remarque :
Ce résultat ne se généralise pas pour un développement limité d'ordre n=2 : une fonction pour admettre un
développement limité d'ordre 2 en x, sans que sa dérivée soit dérivable en x,,.

Preuve (1.) :
= : f admet un développement limité d'ordre 0 en x, © Fa,€R tel que ¥V x€D Py
f(x):a()+0((x_x())0):a()+0(1) = lim f(x)=a,=f(x,)+0

XX, XX X=X,

< : Onpose a,=f(x,). Vx€D,, f(x)=a,+f(x)—a, : ils'agitdun DL,(x,), car f(x)—a, — 0

X=X,



2. Opérations

2.1. Somme et produit

Proposition :

Si f et g admettent des DL, (0) : f(x)=P(x)+o(x") et g(x)=Q(x)+0(x"), avec P,Q€R [X]

Alors f+g admetun DL (0) : (f+g)(x)=P(x)+Q(x)+o(x")

Et fg admetun DL (0) : (fg)(x)=T(P(x),Q(x))+o(x"), ou T(P(x),Q(x)) est obtenu a partir de P(x)Q (x)
en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Remarque :
Si f(x) commence par a,x” et g(x) par a,x, pour obtenirun DL, (0)de f g, il suffit de prendre

un DL, (0) pour f etun DL, (0) pour g.

n—q

2.2. Quotient

Principe :

1 1
Pour obtenir un DL,(0) de ——, on utilise —— ou

1
f(x)’ 1+u 1—u

dans le cas ot f=1+u ou 1—u avec u7)>0.

2.3. Intégration d'un développement limité

Proposition :

Si f estcontinue sur / etsi f admetun DL (0) : f(x)zz a,x"+o(x") etsi F estune primitive de f,
k=0

Alors F admetun DL, (0) : F(x)=F(O)+Z ak%—ko(x”l).
k=0

Preuve :

Si f(x)=o(x") : onaF(x)—F(o):j':f(,)dt et thjC)

x—0 X

=0.

(t)|<s|t"|<s .

Vex>0, 356>0 tel que V x€l, x|<62|f(x)|<e‘x"‘ : Onadonc V€0, x|,
X max (0, x) max(0,x) n e n
|F(x)—F(0)|:UOf(t)dt‘Sfmm(o,X) |f(t)|dt<fmm(0‘x>e|x|dt:E‘x | Done F(x)~F(0)=o(x"")

Soient g (x Z akx +0(x"), G une primitive de g.On pose f(x Zakx .
n k+1
a +C<:>F F(0)=G a e G(x)=G(0)+ )Y a,~—+o(x""'
Z g =F(0)=6(x kzo T = =60+ X a g rolx™)
Remarque :

On ne peut pas dériver un développement limité, sauf si on peut intégrer celui de la dérivée :
Si f'"admetun DL, (0) alors son développement limité est égal a la dérivée du développement limité de f.

2.4. Composition
Proposition :
Si f admetun DL (0) : f(x)=a,+...4a,x"+0(x") et u admet un DL, (0) et u-0,

Alors fou admetun DL, (0) : fou(x)=a,+a,u(x)+...+a,(u(x))"+o(x")
On peut ensuite remplacer u(x) par son développement limité.




3. Applications

3.. Recherche d'équivalents

Si f(x)=a,x"+...4a,x"+o(x") avec a,#0, alors f(x)~a,x", premier terme non nul du développement limité.
Le probleme est de trouver a quel ordre le développement doit étre effectué pour trouver ce terme non nul ;

La parité des fonctions peut y aider.
La recherche d'équivalent conduit généralement au calcul de limites de fonctions.

3.2. Etude locale au voisinage de x, et au voisinage de oo

Si f admetun DL (x,)(n=2) : f(x)=a,+a,(x—x,)+...+a,(x—x,)"+o((x—x,)")

L'équation de la tangente a la courbe en x, est alors : y(x)=a,+a,(x—x,)

Le terme non nul suivant du développement limité permet d'étudier la position entre la courbe et la tangente :
f(x)—(a0+al(x—xo))xjap(x—xo)p Le signe de ce terme dépend de a, et de la parité de p.

Si p est pair, la courbe ne traverse pas la tangente ; sinon , elle la traverse.

S

Pour I'étude des branches infinies, on peut utiliser un développement asymptotique :

a, a, 1
f(x)= a x+a, + —+..+— +o|—
n n
N — X X X
éq. de 1'asympotote [ —

position selon le signe

3.3. Allure locale des courbes paramétrées

2 n -
—

- 2 - - — h .

Soient f : I = R de classe Z", t,€1 1 Flte+h)=F(t)+F (ts)+—F " (to)+...+— £ (1,)+5 (")
t = (x(1),y(1) 2 n!

On suppose I'existence de deux entiers p et g =1 tels que :

— £'7)(1,) est le premier vecteur non nul

— #'9(t,) est le premier vecteur dérivé non colinéaire 2 £”(t,

(
7 7 h" R h! (p) (q) > 1P
Alors f(ty+h)=f(t,)+ E+alm+...+qu,p,,(q_l)! £ 0)+—!f (t,)+0(h")
14 ptl q-1 P
_(> —>) X:h—'-i-ﬁ(xl'f‘...+maq,p,l+0(hﬁ)h:0h_'
On obtient dans le repere (M, £ (z,), f/(z,)) : pq. prL: o q=r p:
Y:—'+0( q)h:()_'

On obtient quatre cas différents :

f“”(to)

W
S

(p)
)
p est pair, et g estimpair : p est pair, et g est pair :
p est impair, et ¢ est pair:  p est impair, et g est impair : point de rebroussement point de rebroussement
point ordinaire point d'inflexion de premiere espece de seconde espece
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